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Résumé :  

Dans le secteur automobile, on assiste souvent à l’avarie de certains assemblages du moteur par 

microreptation. Ce phénomène se caractérise par le cumul de petits glissements relatifs à l’interface à 

chaque cycle de chargement et conduit en particulier à la rotation d’ensemble des coussinets de bielle. Afin 

de construire dans ce cas un critère analytique de non-occurrence du phénomène, on considère un modèle 

de poutres circulaires en contact frottant soumis à une charge tournante périodique sur lequel est appliquée 

l’approche cinématique de l’adaptation des glissements. Les résultats issus de la modélisation analytique 

sont enfin comparés à ceux de la simulation directe du problème par éléments finis. 

Abstract : 

 In automotive applications, the cumulative microslip phenomenon is often observed for some engine 

mechanical assemblies. This phenomenon is characterized by the accumulation of relative slips on the 

contact interface of two solids under cyclic loadings. In particular, this mechanism of cumulated slips leads 

to a global rotation of bearing shells in conrod systems. To investigate the rotation problem, a system of 

circular beams in frictional contact submitted to a periodical rotating load is considered. The aim is to build 

an analytical criterion ensuring the phenomenon’s non-occurrence by performing a kinematic slip-

shakedown approach on the beam model. We finally compare the analytical results with direct step-by-step 

finite element computations of the problem.  

Mots clefs : reptation, adaptation des glissements, chargement cyclique, poutres circulaires, contact, 

frottement, rotation de coussinet de tête de bielle 

1 Introduction 
Un assemblage de tête de bielle de moteur thermique est un système soumis à des cycles de chargement 

mécanique et il est n’est pas rare d’observer des mécanismes de glissement à l’interface de contact, tels que 

la microreptation (cf. [1], [2]). Ce phénomène de glissements infinitésimaux cumulés conduit dans ce cas de 

figure à une rotation d’ensemble du coussinet à chaque cycle, rendant ainsi l’assemblage non fonctionnel 

(FIG 1). 
 

 

Tête de bielle 

Coussinet 

 

FIG 1 – Phénomène de microreptation d’un assemblage de tête de bielle. 
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De récents travaux sur l’analyse des mécanismes de glissement relatif de solides élastiques maintenus en 

contact avec frottement, ont montré que, de même qu’en plasticité, les états asymptotiques que l’on peut 

rencontrer à l’interface de contact sous chargement cyclique sont les mécanismes d’adaptation, 

d’accommodation ou de microreptation ([1], [2], [3], [4], [6], [7] et [9]). Il a été en particulier établi, dans le 

même esprit qu’en plasticité classique, des théorèmes statique et cinématique de l’adaptation des glissements, 

en dualité min-max ([2], [3], [4], [5] et [8]). 

Comme les simulations numériques par éléments finis d’une bielle en fonctionnement peuvent donner lieu à 

des calculs longs et coûteux, il est intéressant de construire des critères analytiques de non-occurrence du 

phénomène de microreptation, plus rapides à appliquer et permettant des études paramétriques. 

On considère à cet effet un modèle de deux poutres circulaires élastiques en contact avec frottement et 

soumises à une charge radiale tournante périodique (FIG 2a) pour représenter une bielle chargée au cours 

d’un cycle moteur (FIG 2b).  

Après un rappel succinct des principaux résultats d’adaptation des glissements, on met en œuvre sur cet 

exemple l’approche cinématique, permettant ainsi la détermination d’estimations par excès de la charge 

critique de rotation. Les développements analytiques sont menés d’abord dans le cas d’un frottement 

standard de Tresca puis étendus au cas d’un frottement de Coulomb avec faible couplage des effets 

tangentiels et normaux pour lequel les théorèmes d’adaptation sont encore applicables ([4], [6]). 
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FIG 2 – Modèle de poutres en contact frottant étudié (a) et système réel associé (b). 
 

Enfin, les résultats analytiques obtenus sont comparés à ceux de la simulation par éléments finis du problème, 

en particulier en termes d’effort critique de rotation, afin de valider la modélisation et les hypothèses 

adoptées. 

2 Adaptation des glissements 

2.1 Résultats existants dans le cas d’un frottement de Tresca 

Dans le même esprit qu’en plasticité classique ([8]), il a été donné et démontré dans [3] un théorème statique 

d’adaptation du glissement lorsque la loi de frottement est une loi standard, i.e. lorsque le domaine convexe 

et fermé C  des contraintes tangentielles admissibles peut être défini par ( ) ( )ττ ,,t xkx ≤σ  où ( )τ,xk  est une 

fonction donnée pour tout x  et tout τ .  

 Il s’agit d’une extension du théorème de Melan. On introduit l’espace SF  des contraintes tangentielles 

auto-équilibré s  définies sur cS . Par définition, SF∈s  signifie qu’il existe au moins un champ de 

contraintes auto-équilibré 
s
σ  défini dans V  admettant s  comme force tangentielle associée sur cS  (cf. [3]). 

Etant donnée la solution en contraintes tangentielles el

tσ  du problème purement élastique associé, le 

théorème s’énonce comme suit :   

Théorème 1 – S’il existe un champ de contraintes tangentielles SF∈∗
tσ  indépendant du temps +∞≤≤ τ0  

et un coefficient 1>m  tels que le champ de contraintes tangentielles ( ) ( ) ( )( )ττ ,,~
ttt xxmx el
σσσ += ∗  satisfait, 

pour tout 
cSx ∈  et pour tout 0≥τ , la condition ( ) ( )ττ , ,~

t xCx ∈σ , alors la réponse à l’interface de contact 

cS  est une adaptation des glissements, quelles que soient les conditions initiales. 
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Il en découle (cf. [3]) la définition statique suivante du coefficient de sécurité à l’adaptation des glissements : 
 

Définition  – L’expression statique du coefficient de sécurité à l’adaptation des glissements satisfait:      
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(1) 

Il est clair que, si 1>sm , alors les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites et l’état asymptotique de 

l’interface de contact est une adaptation des glissements.  

 

Il a été donné dans [3] une approche cinématique de l’adaptation du glissement, duale de l’approche statique 

précédente, lorsque la loi de frottement est une loi standard. Elle conduit au théorème suivant : 
 

Théorème 2 – L’expression cinématique du coefficient de sécurité à l’adaptation des glissements satisfait :   
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où RS  est l’ensemble des champs de glissement rigidifiant. On montre que 
ks mm ≤ . 

2.2 Frottement de Coulomb et hypothèse de faible couplage  

Les récents travaux de Klarbring et al ([6]) ont montré que le théorème statique d’adaptation, énoncé ci-

dessus, ne s’applique qu’en présence d’un découplage total des effets tangentiels et normaux. Or (cf. [4]) 

dans le cas d’un frottement de Coulomb avec faible couplage de ces effets, le seuil de glissement peut être 

approximé par sa partie élastique i.e. ( ) ( )τµστ ,, n xxk
el≈ , Comme ( )τµσ ,n x

el  est une fonction connue, on 

obtient encore dans ce cas une loi standard de type Tresca et les théorèmes précédemment énoncés 

demeurent valides. 

3 Modèle de poutres étudié  

On se place dans le cadre de la théorie des poutres courbes élastiques en petites perturbations. La réponse 

évolutive de la structure est supposée quasi-statique, sous l’application sur la poutre interne (1) d’une force 

radiale d’amplitude )(βF  localisée à l’angle )(τβ  à l’instant τ . La poutre externe (2) est encastrée à 

l’extrémité 2/πθ −=  (cf. FIG 2a).  
 

On suppose pour simplifier la formulation des conditions de contact que la ligne moyenne de chaque poutre 

est confondue avec l’interface de contact 
cΓ . On note R  le rayon correspondant. Dans la configuration 

initiale, le système est auto-équilibré par précontrainte. 

Soient ( )000 ,, iii TMN  les forces généralisées correspondantes. Il règne en outre une densité linéique de force 

normale uniforme 00 >p  à l’interface de contact. 

Soient respectivement ( ) ( )( )τθτθ ,,, pq −  les interactions linéiques tangentielle et normale exercées par la 

poutre (1) sur la poutre (2) à l’interface de contact dans l’état chargé. Les forces mises en jeu peuvent alors 

se décomposer sous la forme : 
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Soient respectivement ( ) ( )( )τθτθ ,,, ii vu  les déplacements tangentiel et normal des points de la ligne la poutre 

( i ) ( 2,1=i ) à l’instant τ . La réponse quasi-statique du système de poutres en contact bilatéral frottant est 

gouvernée par le système non-linéaire d’équations suivant : 

 

(a) Contact bilatéral                       ( ) ( ) 0,, 21 =− τθτθ vv ,   ( ) 0,0 >∆+ τθpp  

(b) Frottement                            
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                                     ( )τθ ,k  est une fonction donnée pour un frottement de Tresca 

                                                     ( ) ( )τθµτθ ,, pk =   pour un frottement de Coulomb 
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(d) Equations d’équilibre            Poutre (i), (i = 1,2) 
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(4) 
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où l’on a posé 
iiti SES /1= , 

ziifi IERS /2=  ( 2,1=i ). La détermination de la solution de ce problème 

d’évolution est complexe car elle nécessite de mener un calcul pas-à-pas partant d’une condition initiale 

donnée )()0,()0,()0,( t021t θθθθ uuuu =−= . 

 

4 Analyse de l’adaptation des glissements du modèle de poutres 

4.1 Réponse purement élastique 
 

La réponse élastique du système correspond au cas d’un contact maintenu sans glissement relatif. Le 

problème linéaire obtenu à partir de (2) peut être résolu analytiquement. En particulier, la réponse en forces 

tangentielles et normales est donnée par : 
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4.2 Analyse cinématique de l’adaptation des glissements 

4.2.1 Trajet de chargement périodique 
On considère dans toute la suite une charge radiale tournante d’intensité constante, i.e.  ( ) 0>= FF β , 

2/32/ πβπ ≤≤− .  

4.2.2 Frottement de Tresca 
D’après (2), la définition cinématique du coefficient de sécurité à l’adaptation des glissements s’écrit : 
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où RS  est l’ensemble des champs de glissement rigidifiant, i.e. tels que ( ) GG =θ  pour tout θ .  
 

Ce problème d’optimisation convexe peut être résolu numériquement à l’aide des méthodes standards de 

minimisation. Afin d’obtenir une estimation analytique de km , on restreint ici l’analyse au sous-ensemble 

des vitesses de glissement constantes par morceaux de la forme : 
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Pour un frottement de Tresca avec ( ) kk =βθ , , le problème de minimisation (6) se réécrit : 
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Finalement, le résultat de la minimisation conduit à : 
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La condition de non-adaptation des glissements s’écrit 1~ <kTm , soit : 

δπ kRFF kT

2=>  (10) 

4.2.3 Frottement de Coulomb sous l’hypothèse d’un faible couplage 
Pour un frottement de Coulomb sous l’hypothèse d’un faible couplage, l’analyse d’adaptation peut être 

menée dans le même esprit avec ( ) ( ) ( )( )βθµβθµβθ ,,, 0

elel pppk ∆+== .  

L’approche cinématique (6) et le champ de vitesses de glissement (7) conduisent à : 
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La minimisation donne alors dans ce cas :  
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et la condition de non-adaptation s’écrit : 
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5 Validation par MEF 2D 

Pour comparaison et validation, on considère un modèle par Eléments Finis bidimensionnel (déformations 

planes) élastique équivalent. Le modèle EF (FIG 3a) reprend à l’identique les conditions de contact, et les 

conditions aux limites cinématiques (section droite du corps (2) encastrée en 2/πθ −= ) et en effort (charge 

tournante d’intensité constante F ) du modèle analytique. On utilise une loi de frottement de Coulomb 

standard et on effectue plusieurs cycles de chargement jusqu’à obtention de la réponse périodique. 

On a représenté, sur la FIG 3b, les évolutions de l’effort critique de rotation 
rF  en fonction du coefficient de 

frottement, issues de la modélisation analytique (
kCr FF = ) et du calcul EF. Ces tracés confirment d’une part 

l’estimation par excès de la charge critique réelle et montrent d’autre part que les valeurs numériques et 

analytiques sont très proches. Le calcul EF montre également que l’hypothèse de faible couplage est valide 

( 1.0/ <− ppp el ). 
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FIG 3 – a. Modèle EF bidimensionnel, b. Evolutions de l’effort critique de rotation du solide (1)

rF  en 

fonction du coefficient de frottement µ . 
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